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1. Введение 
 
        В работе получено необходимое условие экстремума для экстремальной 
задачи дифференциальных включений типа Гурса-Дарбу в бесконечной 
области. В работе изучена также непрерывная зависимость решения от 
возмущения дифференциального включения типа Гурса-Дарбу.   
       Исследуется существование почти всюду решения задачи включения 
типа Гурса-Дарбу. Когда правая часть включения типа Гурса-Дарбу 
удовлетворяет условию Липшица по метрике Хаусдорфа с постоянным 
коэффициентом, то такие вопросы в конечной области изучены в [6]. Работа 
состоит из двух пунктов. В п.2 изучена непрерывная зависимость решений 
дифференциального включения типа Гурса-Дарбу от правой части и 
граничных условий. В п.3 показано, что при помощи замены переменных 
экстремальные задачи для дифференциальных включений типа Гурса-Дарбу 
в бесконечной области можно привести к задачам в конечной области. Далее 
получено необходимое условие экстремума для экстремальной задачи 
дифференциальных включений типа Гурса-Дарбу. Эта задача рассмотрена 
впервые. Экстремальная задача для дифференциальных включений в 
бесконечной области рассмотрена также в [7].                                                                 

2. Непрерывная зависимость решений дифференциального включения 
типа Гурса-   Дарбу от правой части и граничных условий 

* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики  23.01.2018 
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          Пусть nR -n-мерное евклидово пространство. Через 
nR2  обозначим 

совокупность всех подмножеств пространства nR . Совокупность всех 
непустых компактных подмножеств nR  обозначим через  ncompR .  

Пусть  
nR2C,A ⊂ . Если одно из них пусто, то положим 0)C,A(X =ρ , если 

A  и C  не пустые, то положим  )}C,y(dsup),A,x(dsupmax{)C,A(
AyCx

X
∈∈

=ρ , 

[3,8],  где  }Ay:yxinf{)A,x(d ∈−= .  
Множество всех абсолютно-непрерывных функций, определенных в  

]S,0[]T,0[ ×  обозначим через  ])S,0[]T,0([An ×  (см.[5]). 
        В дальнейшем равенства и включения, связанные с измеримыми 
функциями или отображениями,  понимаются как почти всюду.  
        Лемма 1. Пусть ,compRR]S,0[]T,0[:a nn →×× ])S,0[]T,0([L)(k 1 ×∈⋅ , 

где 0)s,t(k ≥  и 1dd),(k
T

0

S

0

<ντντ∫ ∫ , ])S,0[]T,0([L)( 1 ×∈⋅ρ , ]S,0[C)(1 ∈⋅ξ , 

]T,0[C)(1 ∈⋅η , ]S,0[W)( n
1,1∈⋅ϕ , ]T,0[W)( n

1,1∈⋅ψ , )0()0( ψ=ϕ , отображение 
)x,s,t(a)s,t( →   измеримо и 

                           yx)s,t(k))y,s,t(a),x,s,t(a(x −≤ρ  

при  nRy,x ∈ . Если для  ])S,0[]T,0([Au n ×∈   удовлетворяются условия 

                              
)t())t(),0,t(u(d),s())s(),s,0(u(d

),s,t()))s,t(u,s,t(a),s,t(u(d

11

ts

η≤ψξ≤ϕ
ρ≤

 

при  ]S,0[]T,0[)s,t( ×∈ , то существует решение задачи 

                                     
)s()s,0(u),t()0,t(u

)),s,t(u,s,t(a)s,t(u ts

ϕ=ψ=
∈

 

такое, что 

                          
,

dd),(k1

c)s,t(u)s,t(u

,
dd),(k1

)s,t(ck)s,t()s,t(u)s,t(u

T

0

S

0

T

0

S

0

tss,t

∫ ∫

∫ ∫

ντντ−
≤−

ντντ−
+ρ≤−

 

где  




 ρ+ξ+η+ξ= ∫ ∫×∈

T

0

S

0
111]S,0[]T,0[)s,t(

dsdt)s,t()0()t()s(maxc . 
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       Доказательство. Построим последовательность }u{ i  следующим 
образом 

∫ ∫ ντντ+ϕ−ψ+ϕ== +

t

0

s

0
i1i0 ,dd),(v)0()t()s()s,t(u),s,t(u)s,t(u  

где  ))s,t(u,s,t(a)s,t(v ii ∈   при  )s,t(v,,2,1,0i i=  измеримы и  

                              ))s,t(u,s,t(a),s,t(u(d)s,t(u)s,t(v iiii tsts
=− . 

По лемме 2.1.4 [8]  существуют такие функции )s,t(vi . По условию  

       )s,t(u)s,t(u)s,t(k)s,t(u)s,t(u 1iii1i tsts −+ −≤− ,                                        (1) 

                                 ντντ−ντ≤− ++ ∫ ∫ dd),(u),(u)s,t(u)s,t(u
tsts i1i

t

0

s

0
i1i  

при  ,2,1i = . Так как  

),s,t()s,t(u)s,t(u
tsts 01 ρ≤−  

,cdd),()0()t()s()s,t(u)s,t(u
t

0

s

0
11101 ∫ ∫ ≤ντντρ+ξ+η+ξ≤−  

где  




 ρ+ξ+η+ξ= ∫ ∫×∈

T

0

S

0
111]S,0[]T,0[)s,t(

dsdt)s,t()0()t()s(maxc , то из соотношения 

(1) следует  
                                            ,c)s,t(k)s,t(u)s,t(u

tsts 12 ≤−  

                                            ∫ ∫ ντντ≤−
t

0

s

0
12 dd),(kc)s,t(u)s,t(u . 

Ясно, что  

                                 ∫ ∫ ντντ≤−
t

0

s

0
23 dd),(kc)s,t(k)s,t(u)s,t(u

tsts
, 

                                  
2T

0

S

0
23 dd),(kc)s,t(u)s,t(u 








ντντ≤− ∫ ∫ . 

Поэтому из соотношения (1) вытекает  
2T

0

S

0
34 dd),(kc)s,t(k)s,t(u)s,t(u

tsts 







ντντ≤− ∫ ∫ , 

                                            
3T

0

S

0
34 dd),(kc)s,t(u)s,t(u 








ντντ≤− ∫ ∫ . 

При 4i =  аналогично имеем, что 
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3T

0

S

0
45 dd),(kc)s,t(k)s,t(u)s,t(u

tsts 







ντντ≤− ∫ ∫ , 

                              
4T

0

S

0
45 dd),(kc)s,t(u)s,t(u 








ντντ≤− ∫ ∫ . 

Продолжая процесс,  получим 

             
1mT

0

S

0
m1m dd),(kc)s,t(k)s,t(u)s,t(u

tsts

−

+ 







ντντ≤− ∫ ∫ ,                             (2) 

 

             .dd),(kc)s,t(u)s,t(u
mT

0

S

0
m1m 








ντντ≤− ∫ ∫+                                            (3) 

По условию 1dd),(k
T

0

S

0

<ντντ∫ ∫ . Поэтому 

           

≤







ντντ++








ντντ+








ντντ+

+ντντ++ρ≤−++−+

+−+−+−≤−

−

+

+

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫ ∫
1mT

0

S

0

3T

0

S

0

2T

0

S

0

T

0

S

0
m1m34

2312ts1ts1m

dd),(k)s,t(ck...dd),(k)s,t(ckdd),(k)s,t(ck

dd),(k)s,t(ckc)s,t(k)s,t()s,t(u)s,t(u...)s,t(u)s,t(u

)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u

tstststs

tstststststs

 

,
dd),(k1

1)s,t(ck)s,t(

dd),(k...dd),(kdd),(k1)s,t(ck)s,t(

T

0

S

0

T

0

S

0

1mT

0

S

0

2T

0

S

0

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫

ντντ−
+ρ≤

≤


















ντντ++








ντντ+ντντ+×+ρ≤

−

(4)  

        

+ντντ+≤−++−+

+−+−+−≤−

∫ ∫+

+

T

0

S

0
m1m34

231211m

dd),(kcc)s,t(u)s,t(u...)s,t(u)s,t(u

)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u
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.

dd),(k1

cdd),(kc

...dd),(kcdd),(kcdd),(kc

T

0

S

0

mT

0

S

0

4T

0

S

0

3T

0

S

0

2T

0

S

0

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

ντντ−
≤








ντντ+

++







ντντ+








ντντ+








ντντ+

 (5)                          

Из оценки (2), (3) вытекает, что последовательности )s,t(u m  и 
tsmu  сходятся 

соответственно к функциям  )s,t(u  и  )s,t(y .  
 Так как )s,t(v)s,t(u m1m ts

=+ , то из оценки (4) и теоремы Лебега 

следует, что )s,t(u)s,t(y ts= . Поэтому из оценки (4)  и  (5) получим 

                         ,
dd),(k1

1)s,t(ck)s,t()s,t(u)s,t(u T

0

S

0

tsts

∫ ∫ ντντ−
+ρ≤−  

                                     .
dd),(k1

c)s,t(u)s,t(u T

0

S

0
∫ ∫ ντντ−

≤−  

Лемма доказана.  
 Лемма 2. Пусть ,compRR]S,0[]T,0[:a nn →××  ],T,0[L)(k 11 ∈⋅  

])S,0[L)(k 12 ∈⋅ , 0)s(k,0)t(k 21 ≥≥ , ])S,0[]T,0([L)( 1 ×∈⋅ρ , ]S,0[C)(1 ∈⋅ξ
, ]T,0[C)(1 ∈⋅η , ]S,0[W)( n

1,1∈⋅ϕ , ]T,0[W)( n
1,1∈⋅ψ , )0()0( ψ=ϕ , 

отображение  )x,s,t(a)s,t( →  измеримо и 

                                    yx)s(k)t(k))y,s,t(a),x,s,t(a( 21x −≤ρ    

при  nRy,x ∈ . Если для  ])S,0[]T,0([Au n ×∈  удовлетворяются условия 

                                   
),t())t(),0,t(u(d),s())s(),s,0(u(d

),s,t()))s,t(u,s,t(a),s,t(u(d

11

ts

η≤ψξ≤ϕ
ρ≤

 

то существует решение задачи 

                                          
)s()s,0(u),t()0,t(u

)),s,t(u,s,t(a)s,t(u ts

ϕ=ψ=
∈

 

такое, что 

                                    

,ce)s,t(u)s,t(u

,e)s(k)t(kc)s,t()s,t(u)s,t(u
s

0
dv)v(2k

t

0
d)(1k

s

0
dv)v(2k

t

0
d)(1k

21tsts

∫+∫ ττ

∫+∫ ττ

≤−

+ρ≤−
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где  




 ρ+ξ+η+ξ= ∫ ∫×∈

T

0

S

0
111]S,0[]T,0[)s,t(

dsdt)s,t()0()t()s(maxc . 

       Доказательство. Построим последовательность }u{ i  следующим 
образом  

∫ ∫ ντντ+ϕ−ψ+ϕ== +

t

0

s

0
i1i0 ,dd),(v)0()t()s()s,t(u),s,t(u)s,t(u  

где  ))s,t(u,s,t(a)s,t(v ii ∈  при )s,t(v,,2,1,0i i=  измеримы и  

                                     ))s,t(u,s,t(a),s,t(u(d)s,t(u)s,t(v itsii ts
=− . 

По лемме 2.1.4 [7]  существуют такие функции )s,t(vi . По условию  

             )s,t(u)s,t(u)s(k)t(k)s,t(u)s,t(u 1ii21i1i tsts −+ −≤− ,                             (6) 

             ντντ−ντ≤− ++ ∫ ∫ dd),(u),(u)s,t(u)s,t(u
tsts i1i

t

0

s

0
i1i .                            (7) 

,2,1i = . Так как  

),s,t()s,t(u)s,t(u
tsts 01 ρ≤−  

∫ ∫ ≤ντντρ+ξ+η+ξ≤−
t

0

s

0
1101 cdd),()0()t()s()s,t(u)s,t(u ,  

где  )dd),()0()t()s((maxc
T

0

S

0
11]T,0[t],S,0[s ∫ ∫ ντντρ+ξ+η+ξ=

∈∈
, то из соотношения (6) 

и (7) следует, что  
                                 )s(k)t(ck)s,t(u)s,t(u 2112 tsts

≤− , 

                                  ∫ ∫ ννττ≤−
t

0

s

0
2112 d)(kd)(kc)s,t(u)s,t(u . 

Ясно, что  

                                ∫ ∫ ννττ≤−
t

0

s

0
212123 d)(kd)(k)s(k)t(ck)s,t(u)s,t(u

tsts
, 

=ντντ≤− ∫ ∫∫ ∫
τ ν

dddsdt)s(k)t(k)(k)(kc)s,t(u)s,t(u 11
0 0

1211

t

0

s

0
2123  

.d)(k
2
1d)(k

2
1cdds)s(k)(kddt)t(k)(kc

2s

0
2

2t

0
11

0
12

s

0
21

0
11

t

0
1 








νν








ττ=ννττ= ∫∫∫∫∫∫

ντ

 

Поэтому из соотношения  (6)  и  (7)  получим  
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                    ,d)(k
2
1d)(k

2
1)s(k)t(ck)s,t(u)s,t(u

2s

0
2

2t

0
12134 tsts 








νν








ττ≤− ∫∫  

                    .d)(k
!3

1d)(k
!3

1c)s,t(u)s,t(u
3s

0
2

3t

0
134 








νν








ττ≤− ∫∫  

Продолжая процесс получим 
            

1ms

0
2

1mt

0
121m1m d)(k

)!1m(
1d)(k

)!1m(
1)s(k)t(ck)s,t(u)s,t(u

tsts

−−

+ 







νν

−







ττ

−
≤− ∫∫ ,   (8)                       

.d)(k
!m

1d)(k
!m

1c)s,t(u)s,t(u
ms

0
2

mt

0
1m1m 








νν








ττ≤− ∫∫+                               (9)                       

Поэтому  
         

+ρ=







νν

−







ττ

−
+

++







νν








ττ⋅+ννττ+

++ρ≤−++−+

+−+−+−≤−

−−

+

+

∫∫

∫∫∫∫

)s,t(d)(k
)!1m(

1d)(k
)!1m(

1)s(k)t(ck

...d)(k
2
1d)(k

2
1)s(k)t(ckd)(kd)(k)s(k)t(ck

)s(k)t(ck)s,t()s,t(u)s,t(u...)s,t(u)s,t(u

)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u

1ms

0
2

1mt

0
121

2s

0
2

2t

0
121

s

0
2

t

0
121

21m1m34

2312ts1ts1m

tstststs

tstststststs

 

         

+ρ≤













νν

−







ττ

−
+






++








νν








ττ+ννττ++

−−

∫∫

∫ ∫∫∫

)s,t(d)(k
)!1m(

1d)(k
)!1m(

1

...d)(k
2
1d)(k

2
1d)(kd)(k1)s(k)t(ck

1ms

0
2

1mt

0
1

t

0

2s

0
2

2t

0
1

s

0
2121
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.e)s(k)t(ck)s,t(d)(k
)!1m(

1

...d)(k
2
1d)(k1d)(k

)!1m(
1

...d)(k
2
1d)(k1)s(k)t(ck

s

0
2

t

0
1 d)(kd)(k

21

1ms

0
2

s

0

2s

0
22

1mt

0
1

t

0

2t

0
1121

∫ νν+∫ ττ
−

−

+ρ≤













νν

−
+






++








νν+νν+














ττ

−
+






++








ττ+ττ++

∫

∫ ∫∫

∫ ∫

       (10)                           

Аналогично получим, что  

∫ ∫ +ννττ+≤−++−+

+−+−+−≤−

+

+

t

0

s

0
21m1m34

231211m

d)(kd)(kcc)s,t(u)s,t(u...)s,t(u)s,t(u

)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u)s,t(u
 

                   

≤







νν








ττ++

+







νν








ττ+








νν








ττ+

∫∫

∫∫∫∫
ms

0
2

mt

0
1

3s

0
2

3t

0
1

2s

0
2

2t

0
1

d)(k
!m

1d)(k
!m

1c...

d)(k
!3

1d)(k
!3

1cd)(k
2
1d)(k

2
1c

 

  

∫ νν+∫ ττ

≤













νν+

++







νν






+








νν+νν+














ττ+






++








ττ+








ττ+ττ+≤

∫

∫∫ ∫∫

∫ ∫∫

s

0
2

t

0
1 d)(kd)(k

ms

0
2

3s

0
2

s

0

2s

0
22

mt

0
1

t

0

3t

0
1

2t

0
11

ced)(k
!m

1

...d)(k
!3

1d)(k
!2

1d)(k1d)(k
!m

1

...d)(k
!3

1d)(k
!2

1d)(k1c

       (11)          

Из оценки (8), (9) вытекает, что последовательности )s,t(u m  , 
tsmu  сходятся, 

соответственно, к функциям )s,t(u  и )s,t(y . Так как )s,t(vu m1m ts
=+ , то из 

оценки  (10)  и теоремы Лебега следует, что )s,t(u)s,t(y ts= . Поэтому из 
оценки (10)  и  (11) получим, что 

                        
1 2

0 0
( ) ( )

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
t s
k d k d

ts tsu t s u t s t s ck t k s e
τ τ ν ν

ρ
+∫ ∫

− ≤ +  , 

                        
∫ νν+∫ ττ

≤−
s

0
2

t

0
1 d)(kd)(k

ce)s,t(u)s,t(u . 
Лемма  доказана. 
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                 3. Экстремальная задача для включения типа Гурса-Дарбу с 
бесконечной области 
 
         Пусть ,compRR),0[),0[:a nn →×∞+×∞+    ,compRR),0[:b nn

1 →×∞+   
,compRR),0[:b nn

2 →×∞+  n
0 RM ⊂  непустое, где ncompR  

совокупность всех непустых компактных подмножеств  nR .  
        Функцию nR),0[),0[:u →∞+×∞+  назовем абсолютно непрерывной, 
если ее сужение на любом прямоугольнике ),0[),0[]S,0[]T,0[ ∞+×∞+⊂×  
абсолютно непрерывно. Множество всех абсолютно-непрерывных функций, 
определенных в  ),0[),0[ ∞+×∞+   с конечной нормой 

                   ∫ ∫∫∫
+∞+∞+∞+∞

ντντ+νν+ττ+=⋅
0 0

ts
0

s
0

t dd),(ud),0(ud)0,(u)0,0(u)(u  

обозначим через )),0[),0([An ∞+×∞+ . 
 Рассмотрим задачу 

    
02s1t

ts

M)0,0(u)),s,0(u,s(b)s,0(u)),0,t(u,t(b)0,t(u
)),s,t(u,s,t(a)s,t(u

∈∈∈
∈

                     (12)    

при ),0[),0[)s,t( ∞+×∞+∈ .                              
 Функция )),0[),0([A)(u n ∞+×∞+∈⋅ , удовлетворяющая 
соотношению (12) называется решением задачи (12).  Множество решений 
задачи (12) обозначим через  A . 
 Пусть RR),0[),0[:g n →×∞+×∞+  нормальный интегрант. 
Решение включения (12), минимизирующее функционал 

                ∫ ∫
+∞+∞

=
0 0

dtds))s,t(u,s,t(g)u(J                                                               (13) 

среди всех решений задачи (12) назовем оптимальным. Требуется найти 
необходимые условия оптимальности решения задачи (12), (13). 
       Пусть удовлетворяются следующие условия: 
1) Существуют функции ),0[L)()),,0[),0([L)( 111 ∞+∈⋅α∞+×∞+∈⋅α , 

),0[L)( 12 ∞+∈⋅α , где 0)t(,0)s,t( 1 ≥α≥α  и 0)s(2 ≥α  при ),0[t ∞+∈  и 

),0[s ∞+∈  такие, что )u1)(s,t()u,s,t(a +α≤ , )u1)(t()u,t(b 11 +α≤ , 

)u1)(s()u,s(b 22 +α≤  при  nRu∈  (см.[7]). 

2) 0M  непустое и существует число 0r >   такое, что  rxsupM
0Mx

0 ≤=
∈

. 

3) Многозначные отображения 1b,a  и 2b  удовлетворяют условию 
Каратеодори (см.[3]).  
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4) Интегрант  g   удовлетворяет условию Каратеодори (см.[4]). 
           Пусть A)(u ∈⋅ . Из соотношения  ))0,t(u,t(b)0,t(u 1t ∈ ,  ∈)s,0(us

))s,0(u,s(b2   вытекает, что 

                   ∫∫∫∫ ννν∈νντττ∈ττ
s

0
2

s

0
s

t

0
1

t

0
t d)),0(u,(bd),0(u,d))0,(u,(bd)0,(u . 

Поэтому из условия 0M)0,0(u ∈  имеем, что 

                   ∫∫ ννν+∈τττ+∈
s

0
20

t

0
10 d)),0(u,(bM)s,0(u,d))0,(u,(bM)0,t(u . 

 Из условия  1) вытекает, что 
                    

.d),0(u)(d)(rd)),0(u1)((r)s,0(u

,d)0,(u)(d)(rd))0,(u1)((r)0,t(u

s

0
2

0
2

s

0
2

t

0
1

0
1

t

0
1

∫∫∫

∫∫∫

νννα+ννα+≤νν+να+≤

τττα+ττα+≤ττ+τα+≤

∞

∞

 

Обозначим  ∫ ∫
+∞+∞

ντντα=β
0 0

dd),( ,  ∫∫
+∞+∞

ννα=βττα=β
0

22
0

11 d)(,d)( , 11 rr β+=  

и 22 rr β+= . 
Применяя неравенства Гронуолла (см. [5] , теорема 1.1.1 и [2, стр.190]  )  
имеем  

                                
∫ ννα∫ ττα

⋅≤⋅≤
s

0
2

t

0
1 d)(

2

d)(

1 er)s,0(u,er)0,t(u . 

 Поэтому  2
2

1
1 er)s,0(u,er)0,t(u ββ ⋅≤⋅≤   при  ),0[t ∞+∈  и  

),0[s ∞+∈ . 
         Так как ))s,t(u,s,t(a)s,t(u ts ∈   при  ×∞+∈ ),0[)s,t( ),0[ ∞+ , то 
имеем, что 

                                 ∫ ∫∫ ∫ ντντντ∈ντντ
t

0

s

0

t

0

s

0
ts dd)),(u,,(add),(u . 

 Поэтому 

                          ∫ ∫ ντντντ∈−−+
t

0

s

0

dd)),(u,,(a)s,0(u)0,t(u)0,0(u)s,t(u . 

Отсюда следует, что 
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.dd),(u),(dd),(ererr

dd)),(u1)(,(ererr)s,t(u

t

0

s

0

t

0

s

0
21

t

0

s

0
21

21

21

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫

ντντντα+







ντντα+++=

=ντντ+ντα+++≤

ββ

ββ

 

 Применяя неравенство Вендроффа (см. [5] , теорема 1.3.1)   имеем, что  

                             
∫ ∫ ντντα∞+ ∞+

ββ 




 ντντα+++≤ ∫ ∫

t

0

s

0
dd),(

0 0

2
2

1
1 edd),(ererr)s,t(u  

при ),0[),0[)s,t( ∞+×∞+∈ .  
Обозначив  

∫ ∫ ντντα+∞+∞
ββ

+∞ +∞









ντντα+++= ∫ ∫ 0 021

dd),(

0 0
21 edd),(ererrk  

получим, что  )k1)(s,t())s,t(u,s,t(a +α≤   при  A)(u ∈⋅ . 
        Также получим, что  

                                 
)er1)(s())s,0(u1)(s())s,0(u,s(b

),er1)(t())0,t(u1)(t())0,t(u,t(b
2

1

2222

1111

β

β

+α≤+α≤

+α≤+α≤
 

при A)(u ∈⋅ . 
 Обозначим s

222
t

111 e)er1)(s()s(,e)er1)(t()t( 21 −β−β ++α=µ++α=µ . 
Ясно, что 0)t(1 >µ   и  0)s(2 >µ  при ),0[t ∞+∈  и ),0[s ∞+∈ . Положим 

∫∫ ννµ=θττµ=θ
s

0
22

t

0
11 d)()s(,d)()t( .  Если t  меняется от 0 до ∞+ , то 

функция )t(1θ  возрастает от 0 до 1d)()er1(d
0

1
1

11 +∫ ττα+=
+∞

β . Поэтому 

существует обратная функция ),0[)d,0[: 1

1

11 +∞→θ=Φ − . 
 Если s  меняется от 0 до ∞+ , то функция )s(2θ  возрастает от 0 до 

1)er1(1ds)s()er1(d 2
2

2
0

2
2

22 +β+=+∫α+= β
+∞

β . Поэтому существует обратная 

функция ),0[)d,0[: 2

1

22 +∞→θ=Φ − . 
 Пусть ),(u),(u 21

1

2

1

1 ΦΦ=θθ= −−υ  . По условию 3) теоремы 1.4.42, 

теоремы 1.4.43 и 2.3.11 [3] получим, что функции R]d~,0[ 11 →=Φ  и 

R]d~,0[ 22 →=Φ  абсолютно непрерывны при )d,0[d~ 11 ∈  и )d,0[d~ 22 ∈ . 
Полагая )(t 1 τΦ=  при )d,0[ 1∈τ , )(s 2 νΦ=  при )d,0[ 2∈ν  получим, что 
задача (12), (13)  эквивалентна следующей задаче: требуется минимизировать 
функционал 
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        ∫ ∫ υ ντνΦµτΦµντνΦτΦ −−
1d

0

2d

0

1

22

1

1121 dd))](([))](())[,(),(),((g                   (14) 

при условиях 

       

0

1

2222

1

1111

1

22

1

1121,

M)0,0(,))](())[,0(),((b),0(
,))](())[0,(),((b)0,(

,))](([))](())[,(),(),((a),(

∈νΦµννΦ∈ν
τΦµττΦ∈τ

νΦµτΦµντυνΦτΦ∈ντυ

υυυ
υυ

−

ν

−

τ

−−

ντ

             (15) 

при ]d,0[]d,0[),( 21 ×∈ντ  (см.[3], стр.437).                              
 Обозначив   1

22
1

1121 ))](([))](()[x),(),((a)x,,(F −− νΦµτΦµνΦτΦ=ντ ,  
                                1

22
1

1121 ))](([))](()[x),(),((g)x,,(f −− νΦµτΦµνΦτΦ=ντ ,  
          ,))](()[x),((b)x,(c 1

11111
−τΦµτΦ=τ      

1
22222 ))](()[x),((b)x,(c −νΦµνΦ=ν   

задачи  (14), (15)  можно написать в следующем виде 

         ∫ ∫ υυ →ντντντ=
1d

0

2d

0

mindd)),(,,(f)(I                                                      (16) 

                                   

].d,0[]d,0[),(где,M)0,0()),,0(,(c),0(
)),0,(,(c)0,(

)),,(,,(F),(

2102

1

,

×∈ντ∈νυν∈ν
ττ∈τ

ντυτ∈ντ

υυ
υυ
νυ

ν

τ

ντ

             (17) 

 Получим, что если решение задачи (12) принадлежит в 
)),0[),0([An ∞+×∞+ , то при помощи замены переменных задачи (12), (13) 

можно привести к задачам в конечной области. 
 Лемма 3. Если выполняется условие 1)-3) и существуют ),(k ⋅  

)),0[),0([L)(k 1 ∞+×∞+∈⋅ , ),0[L)(k),(k 121 ∞+∈⋅⋅   такие, что 

                                   

,yx)s(k))y,s(b),x,s(b(

,yx)t(k))y,t(b),x,t(b(

,yx)s,t(k))y,s,t(a),x,s,t(a(

2222222x

1111111x

x

−≤ρ

−≤ρ

−≤ρ

 

                                   yx)s,t(k)y,s,t(g)x,s,t(g −≤−  

при   ,)0,t(uy,)0,t(ux,)s,t(uy,)s,t(ux 11 α≤−α≤−α≤−α≤−  

α≤− )s,0(ux 2 , 

α≤− )s,0(uy2 , где  0,A)(u >α∈⋅ ,  то 
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,yx))](())[((k))y,(c),x,(c(

,yx))](([))](())[(),((k))y,,(F),x,,(F(

11
1

11111111x

1
22

1
1121x

−τΦµτΦ≤ττρ

−νΦµτΦµνΦτΦ≤ντντρ
−

−−

 

               

yx))](([))](())[(),((k)y,,(f)x,,(f

,yx))](())[((k))y,(c),x,(c(
1

22
1

1121

22
1

22222222x

−νΦµτΦµνΦτΦ≤ντ−ντ

−νΦµνΦ≤ννρ
−−

−

 

при   ,)0,(y,)0,(x,),(y,),(x 11 α≤τυ−α≤τυ−α≤ντυ−α≤ντυ−  

α≤νυ− ),0(x 2 , 

α≤νυ− ),0(y2 , где ),(u 21 ΦΦ=υ  . 
          Доказательство.  Ясно, что  
    ,))](([))](()[x),(),((a())y,,(F),x,,(F( 1

22
1

1121xx
−− νΦµτΦµνΦτΦρ=ντντρ  

yx))](([))](())[(),((k))y),(),((a),x),(),((a(
))](([))](([)))](([))](()[y),(),((a

1
22

1
112112121x

1
22

1
11

1
22

1
1121

−νΦµτΦµνΦτΦ≤νΦτΦνΦτΦρ×

×νΦµνΦµ=νΦµτΦµνΦτΦ
−−

−−−−

 

при α≤ντυ−α≤ντυ− ),(y,),(x . 
         Аналогично проверяется справедливость остальных  неравенств. Лемма 
доказана.  
         Положим 
         

},Mu:xuinf{)x(q)},x,(cu:yuinf{)y,x,(q

)},x,(cz:yzinf{)y,x,(q)},z,,(Fu:wuinf{)w,z,,(

0022

11

∈−=ν∈−=ν

τ∈−=τντ∈−=ντψ
 

                     

)),0,0((qd)),0(),,0(,(q

d))0,(),0,(,(qdd)),(),,(,,()(F~

0

d

0
2

d

0
1

d

0

d

0

2

11 2

υ+ννυνυν+

+ττυτυτ+ντντυντυντψ=υ

ν

ττν

∫

∫∫ ∫
 

                                     ).(F~m)(I)(Im υ+υ=υ  
       Теорема 1.  Пусть   ),z,,(f),( ντ→ντ  ),z,,(F),( ντ→ντ ),x,(c1 τ→τ  

)x,(c2 ν→ν   измеримы, )x,(c),z,,(F,M 10 τντ  и )y,(c2 ν  непусты, 
компактны при n

21 R]d,0[]d,0[)z,,( ××∈ντ , n
1 R]d,0[)x,( ×∈τ , 

n
2 R]d,0[)y,( ×∈ν , существуют   ])d,0[]d,0([L)(k),(k 211 ×∈⋅⋅ , 

31 
 



PROCEEDINGS OF  IAM, V.7, N.1, 2018 
 

]d,0[L)(k),(k 1111 ∈⋅⋅ , ]d,0[L)(k),(k 2122 ∈⋅⋅ , где 1dd),(k
1 2d

0

d

0

<ντντ∫ ∫   или  

)(k)(k),(k 21 ντ=ντ   такие, что      

                             
,yx)(k))y,(c),x,(c(

,yx),(k))y,,(F),x,,(F(

111x

x

−τ≤ττρ

−ντ≤ντντρ
 

                              
yx),(k)y,,(f)x,,(f

,yx)(k))y,(c),x,(c( 222x

−ντ≤ντ−ντ

−ν≤ννρ
 

при nRy,x ∈ . Если  ])d,0[]d,0([A 21
n ×∈υ   решение задачи  (16), (17), то 

существует число 0m  такое, что υ  минимизирует )(Im υ  в  

( )]d,0[]d,0[A 21
n ×  при 0m m≥ . 

 Доказательство.  Пусть  ( )]d,0[]d,0[A 21
n ×∈υ . Положим 

)),0,(),0,(,(q)(p 11 τυτυτ=τ τ )),,0(),,0(,(q)(p 22 νυνυν=ν ν

0M)0()0( ∈ψ=ϕ , где )).0,0((q,)0()0,0())0,0((q 00 υ=δϕ−υ=υ  По 

теореме 2.1.2 [5] существуют решения )(x τ  и )(y ν   задач ))(x,(c)( 1x ττ∈τ  и 
)),(y,(c)(y 2 νν∈ν )0()0(y)0(x ϕ==  соответственно, что  

),(p)()(k)0,()t(x),()0,()(x 1111 τ+τητ≤τυ−τη≤τυ−τ τ


),(p)()(k),0()(y),(),0()(y 2121 ν+νξν≤νυ−ννξ≤νυ−ν ν
  

где  ∫
τ

−ττ +δ=τη
0

1
)t(m)(m)(m

1 ,dt)t(pee)( 111 ∫
ν

−νν +δ=νξ
0

2
)s(m)(m)(m

1 ,ds)s(pee)( 222  

∫
τ

=τ
0

11 ,dt)t(k)(m ∫
ν

=ν
0

22 ds)s(k)(m . Положив в лемме 1 (лемме 2) 

),(x)( τ=τψ  )),(),,(,,(),(),(y)( ντυντυντψ=ντρν=νϕ τν получим, что 
существует такое решение ),(0 ντυ  задачи (17) для которого выполняется 
неравенство 

             

∫ ∫ ντντ−
≤ντυ−ντυ T

0

S

0

0

dd),(k1

c),(),(                                                                                        

(
∫
ν

∫
τ

+

≤ντυ−ντυ 0
2

0
1 ds)s(kdt)t(k

0 ce),(),( ), 
где   
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∫ ∫

∫ ∫
ν τ

−ττ−νν

∈ν∈τ

∈ν∈τ

+δ++δ++δ=

=ντντρ+ξ+τη+νξ=

0 0
1

)s(m)(m)(m
2

)s(m)(m)(m

]d,0[],d,0[

d

0

d

0
111]d,0[],d,0[

ds)s(peeds)s(pee(max

)dd),()0()()((maxc

111222

21

1 2

21

 

           

)),0,0((qds))s,0(),s,0(,s(qdt))0,t(),0,t(,t(q

dtds))s,t(),s,t(,s,t()(1ee()dd),(

0s

d

0
2t

d

0
1

d

0

d

0
ts

)d(m)d(m
d

0

d

0

21

1 2

2211

1 2

υ+υυ+υυ+

+υυψ++≤ντντρ+

∫∫

∫ ∫∫ ∫
 

Ясно, что  

           

),(F~L}dd),(keс,dd),(k

dd),(k1

cmax{dd),(),(),(k)(I)(I

1 2 1 21d

0

2d

0
21

1 2

1 2

d

0

d

0

d

0

d

0

d)(kd)(k

d

0

d

0

d

0

d

0
00

υ=ντντντντ×

×
ντντ−

≤ντντυ−ντυντ≤υ−υ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫ νν+ττ

 

где  

).1ee(dd),(ke,
dd),(k1

dd),(k
maxL )d(m)d(m

d

0

d

0

d)(kd)(k

d

0

d

0

d

0

d

0 2211

1 21d

0

2d

0
21

1 2

1 2

++



















ντντ
ντντ−

ντντ
= ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ νν+ττ
 

        Покажем, что при Lm ≥  функция υ  минимизирует также функционал 

mI  в пространстве  ( )]d,0[]d,0[A 21
n × . Предположим противное. Пусть 

существует ])d,0[]d,0([A~
21

n ×∈υ  такое, что )(I)~(I mm υ<υ . Так как для υ~  

существует такое решение 0
~υ  задачи (17), что  )~(F~m)~(I)~(I 0 υ≤υ−υ ,  то 

                                          )(I)~(I)~(F~m)~(I)~(I m0 υ<υ=υ+υ≤υ . 

Полученное противоречие означает, что υ  минимизирует )(Im υ  в 
( )]d,0[]d,0[A 21

n × . Теорема доказана. 
         Пусть  X  банахово пространство,  RX:f → . Положим (см.[1]) 

        )),y(f)y(f(1suplim),x(f
0,xy

0 −λυ+
λ

=υ
↓λ→

   

X}.при,p),x(f:Xp{)x(f 0 ∈υυ≥υ∈=∂ ∗  
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         Теорема 2. Если выполняются условие теоремы 1 и 
])d,0[]d,0([A 21

n ×∈υ  является решением  задачи (16), (17), то существуют 
число 0m >  и функции ])d,0[]d,0([A)(v 21

n ×∈⋅ , где 
0)d,(v),d(v 21 =τ=ν  при ]d,0[]d,0[),( 21 ×∈ντ , ],d,0[W)(v 1

n
1,11 ∈⋅  

]d,0[W)(v 2
n
1,12 ∈⋅   такие, что  

       1) +ντυντ∂∈ντ−νττν )),(,,(f()),(v),,(v( )),(),,(,,(m ντυντυντψ τν , 
       2) ))0,(),0,(,(qm))(v),(v)0,(v( 111 τυτυτ∂∈τ−τ−τ ττ  , 
       3) ∈ν−ν−νν ))(v),(v),0(v( 22 )),0(),,0(,(qm 2 νυνυν∂ ν  , 
       4) )),0,0((qm)0(v)0(v)0,0(v 021 υ∂∈−−  
       5) .0)d(v,0)d(v 2211 ==  
 Доказательство. Если Lm ≥ , то из теоремы 1 следует, что  υ   
минимизирует  ( ) ( ) ( )mI I mFυ υ υ= +   в ]d,0[]d,0[A 21

n × . Поэтому  

0);(I0
m ≥υυ . Используя лемму Фату  (см. [9])  получим, что  

))).0,0();0,0((qd)),0(),,0();,0(),,0(,(q

d))0,(),0,();0,(),0,(,t(q

dd)),(),,();,(),,(,,((m

dd)),();,(,,(f)();(I0

0
0

d

0

0
2

d

0

0
1

d

0

d

0

0

d

0

d

0

00
m

2

1

1 2

1 2

υυ+ννυνυνυνυν+

+ττυτυτυτυ+

+ντντυντυντυντυντψ+

+ντντυντυντ=υΦ≤υυ≤

νν

ττ

τντν

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Ясно, что 0=υ  минимизирует функционал )(υΦ  на ]d,0[]d,0[A 21
n ×  и 

выполнены условия теоремы 3.1.2 [1]. Поэтому существуют функции 
])d,0[]d,0([A)(v 21

n ×∈⋅ , где 0)d,(v),d(v 21 =τ=ν  при 
]d,0[]d,0[),( 21 ×∈ντ , ],d,0[W)(v 1

n
1,11 ∈⋅  ]d,0[W)(v 2

n
1,12 ∈⋅   такие, что  

       1) )),,(),,(,,(m)),(,,(f()),(v),,(v( ts ντυντυντψ+ντυντ∂∈ντ−νττν  

       2) )),0,(),0,(,(qm))(v),(v)0,(v( 111 τυτυτ∂∈τ−τ−τ ττ   

       3) )),,0(),,0(,(qm))(v),(v),0(v( s222 νυνυν∂∈ν−ν−νν   

       4) )),0,0((qm)0(v)0(v)0,0(v 021 υ∂∈−−  
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       5) .0)d,d(v,0)d,0(v)d(v,0)0,d(v)d(v 21222111 ==−=−  

Отсюда следует справедливость теоремы 2. Теорема  доказана.  
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 ABSTRACT 
 

In the work the necessary condition of extremum for the extremal problem for the 
Goursat-Darboux type differential inclusions in infinite domain is obtained. 
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